Esercizi sulle equazioni logaritmiche

Per definizione il logaritmo in base a di un numero positivo x, con a > 0 e a # 1, & ’esponente
che occorre dare alla base a per ottenere il numero x. In simboli

log,z =y < x=ad".

Per risolvere un’equazione logaritmica bisogna innanzitutto ricordare che I'argomento del log-
aritmo, qualunque sia la sua base, deve essere positivo, quindi occorre sempre, prima di fare
qualunque calcolo, eliminare i valori che portano ad argomenti negativi o nulli.

Inoltre & utile richiamare quelle che sono le proprieta fondamentali dei logaritmi:

log, 1 = 0 qualunque sia la base a

log, c-d=1log,c+log,d
log,, g = log, c —log, d
log,, = dlogc

e Esercizio 1: Risolvere la seguente equazione logaritmica

logqo x 4 logo 3 = logy( 12.

Soluzione

L’argomento dei vari logaritmi deve essere positivo. In questo caso la x compare solo nel primo
logaritmo e quindi deve essere x > 0.
Utilizzando la proprieta dei logaritmi

log, c-d=1log, c+log,d

si trova
logigx +logp3 =logp12 = logyy 3z = logyy 12

e, siccome gli argomenti dei due logaritmi devono essere uguali, segue che deve essere
3r=12 = x=4.

Siccome 4 ¢ positivo x = 4 € la soluzione cercata.

e Esercizio 2: Risolvere la seguente equazione logaritmica

logo(z — 2) + logg(2x — 3) = 2logyg .

Soluzione

L’argomento dei vari logaritmi deve essere positivo quindi occorre prima impostare il sistema:

r—2>0 perzxz>2,
20 —3>0 perx>%
x>0 per z >0



Quindi si possono accettare solo le soluzioni maggiori di 2.
Usando le proprieta dei logaritmi:

log, ¢ - d = log, c + log, d; log,, g = log, c — log, d; log,, ¢ = dloge
si trova
logyo(x — 2) + logyo(2x — 3) = 2logyy = = logyo(z — 2)(22 — 3) — log;p 2> =0

(]lli]l(h
T —2)(2x —3

Poiché, per definizione, il logaritmo di un numero ¢ ’esponente che si deve dare alla base per
ottenere il numero, si avra

—2)(2z — —2)(2x — —2)(2z —
loglo(x )(256 3):0;B (z )(Z:E 3):100 N (z )(21’ 3):1
X xr Xz
quindi avremo
(:E—Q)(22x—3) - 2:52—Za:+6_1:0 N 2x2—7x;L6—m2 0= x2—72:c+6:0
Xz Xz xr xr
quindi
xu:?i\/49—24 N xw:?i\/ﬁ N x12:7i5 L Jm=
’ 2 ’ 2 ’ 2 T9 =6

Abbiamo trovato le soluzioni x = 1 e x = 6 ma di queste solo la seconda puo essere accettata
perché x = 1 non rientra nell’intervallo delle soluzioni possibili.

e Esercizio 3: Risolvere la seguente equazione logaritmica

log, (2% 4 62 + 58) = 2.

Soluzione
L’argomento del logaritmo deve essere positivo quindi occorre prima impostare la disequazione:
2?4+ 62 + 58 > 0

Avremo

—6++36—-4-58 N
2

—6 £ +—196
2

T12 = T1,2 =



e siccome si ha A < 0 e il coefficiente del termine di secondo grado & positivo, segue che
I’argomento del logaritmo & sempre positivo, quindi ogni soluzione trovata sara accettabile.
Poiché, per definizione, il logaritmo di un numero e I’esponente che si deve dare alla base per
ottenere il numero, si avra

log; (22 4+ 62 +58) =2 = 22+ 62 +58=T7T"=2"+62+58=49=2"+6x+9=0

quindi avremo

—6+£+36—-4-9 N
2

—6++0
2

T12 = Tr12 = = x1 =29 =—-3

Abbiamo trovato la soluzione x = —3.

e Esercizio 4: Risolvere la seguente equazione logaritmica

log, (2% 4 6x) — log;(z — 10) = 2.

Soluzione
L’argomento dei vari logaritmi deve essere positivo quindi occorre prima impostare il sistemas:

22+ 6z >0
r—10>0

Analizziamo la prima disequazione. Avremo

x>0 per x >0

2
z+6x >0 = z(x+6)>0 =
( ) r+6>0 perx>—6

quindi

segue che la prima disequazione e soddisfatta per i valori x < —6 e x > 0. Analogamente si
vede facilmente che la seconda disequazione & soddisfatta per z > 10 quindi il sistema diventa

r<—-6ex>0
x> 10

quindi graficamente




Quindi si possono accettare solo le soluzioni maggiori di 10.
Usando la proprieta dei logaritmi:

log,, 2 = log, c —log, d
si trova
22 + 6x
z — 10

e poiché, per definizione, il logaritmo di un numero & ’esponente che si deve dare alla base
per ottenere il numero, si avra

log, (2% 4 6x) — log,(z — 10) = 2 = log; =2

x2+6x_72 N x2+6x_49 N x2+6a:—49m—|—490_0 N a? — 43z 4+ 490
z—10 z—10 x —10 N x —10 N
quindi
43 + /1849 — 4 - 490 43 + /—111
T12 = = X12=—F—

2 ’ 2
e siccome si ha A < 0 ’equazione non ammette soluzioni.

e Esercizio 5: Risolvere la seguente equazione logaritmica

2+ 10z + 16
-1 o

loglo 1.

Soluzione

L’argomento del logaritmo deve essere positivo quindi occorre prima impostare la disequazione:

x2 + 10z + 16
_— >

0
r—1
Avremo
—10 £ /100 — 4 -16 —10 £ v36 —10+6 T, = —8
T2 = = T12=——F"— T12 =
2 2 2 To = —2

quindi deve essere

r+8>0 perzxz>-—8
>0 = r+2>0 perx>-—-2
zr—1>0 perz>1




quindi si possono accettare solo i valori appartenenti all’intervallo
s <r< -2 e x> 1.

Calcolato questo si puo procedere alla risoluzione dell’equazione logaritmica

2 +10z+16 _

1
0810 1

Poiché, per definizione, il logaritmo di un numero e I’esponente che si deve dare alla base per
ottenere il numero, si avra

22 + 10z + 16 22 + 10z + 16 . 224+ 10x + 16 — 102 + 10 2% + 26
- =l= =10 = =0 =

-1 r—1 r—1 r—1

logy

e siccome
22 +26 #0 per ogni x reale

I’equazione non ammette soluzioni.

e Esercizio 6: Risolvere la seguente equazione logaritmica

2
¢ —5r —6
R

Soluzione

L’argomento del logaritmo deve essere positivo quindi occorre prima impostare la disequazione:

22 —5x—6
— >0
x—3
Avremo
54 +/25—4-(—6) 5+ /49 5+7 1 = —1
L12 = = Tip=—F— = Ti2=—(F— =
’ 2 ’ 2 ’ 2 Ty =
quindi deve essere
z+1>0 perz>-—1
1 —6
(z+ )(a;) >>O:> r—6>0 perxz>6
x_
r—3>0 perz>3
-1 3 6
___1 |
________________ 1
I + - +

quindi si possono accettare solo i valori appartenenti all’intervallo

-l<z<3 e x > 0.




Calcolato questo si puo procedere alla risoluzione dell’equazione logaritmica

1 2 —5x —6 1
ogy —— = 1.
2 1-3
Poiché, per definizione, il logaritmo di un numero ¢ I’esponente che si deve dare alla base per
ottenere il numero, si avra

2 2 2
—bx — —bx — —br—6—-2
logzx 5x3 6:1 N long 5:63 6:21 oz T 63 x+6:O
x — - x —
2 _ — =
L 7:L“:O:> z(z 7)202> x
r—3 r—3 T =

e siccome entrambi i valori trovati sono interni agli intervalli trovati con la disequazione le
soluzioni dell’equazione sono x =0e x = 7.



