2. Equazioni goniometriche

Defin:zmne

Si chlama equaztone goniometrica ogni equazmne che contenga funz:om gonlome-
trlche dr uno o piu angoli mcognltl e .

Ad esempio
Sonoe equazioni goniometriche:

1
senx =—; senx —cos2x = 1; :sen2x+tgx;

2 senx
(1)
+cos2y =tg (x —¥);

sen (x+y) =tgx +ctgy; P70

(2) senxcosx =x; X+sen2x =0; tgx — X =0;

Le equazioni del tipo (2) non si possono risolvere con metodi elementari e, nei casi pill semplici,
possono essere risolte solo in modo approssimato o ricorrendo a metodi grafici.

Pertanto, ci limitiamo a considerare equazioni analoghe a quelle del tipo (1), in cui I'incognita ri-
sulta solo come argomento di funzioni goniometriche,

B Equazioni goniometriche elementari

Deve essere: —1 < b < 1, ossia |b| < 1.

In gquesto caso, sappiamo (Unita 1, par. 9) che esistono
due angoli orientati & e m — o, supplementari tra loro e
minori di un angolo giro, il cui seno & b (fig. 3.1).
Inoltre, sono soluzioni dell’equazione anche tutti gli an-
goli che si ottengono da quest; aggiungendovi multipli

di un angolo giro.
Pertanto, le misure di tutti gll angoli che verificano I'e-

quazione sen x = b sono:

Y

in radianti in gradi Figura 3.1
AR X = o+ k 360°

| X=m—a+2kr x —180° — o + k 360° (k€ Z).

In particolare:

*seb="1: x=%+2k?r; *seb=-1 =%+2k

Ad esempio \ /3

senx =——,
2

Poiché il pit piccolo angolo positivo il cui seno sia g & %, si ha (ricordando che
il seno & positivo nel | e [l quadrante):
% - 2:_‘(;?

ﬂ—%—i—Qk?T:-sd—ﬂ—{—ka k €Z).

X =



® senx = —

v2

5
Poiché il pili piccolo angolo positivo il cui seno sia — % e —541, si ha (ricordando
che il seno & negativo nel lll e IV quadrante):

L

x=< 4

57 L
:rr—T—l-Qk?r— —?—21(11', (k € Z).

. sen3x=-;]—.

Poiché il piu piccolo angolo positivo il cui seno sia 5 e 5 si ha:

T 2

"?L+ 2k + — kv

3]
3X:< =‘7_)(=< 18 3
5 5

+%kﬂ~, (k €2).

fr— et Y= g 2 L
w 6—|— T 6?r—|—kr 18ﬂ

CASQ 2 |cosx =a

Deve essere: —1 < a-< 1, ossia |a| < 1.

In gquesto caso, sappiamo (Unita 1, par. 9) che esistono
due angoli orientati o e —a, opposti tra loro e minori di
un angolo giro, il cui coseno € a (figura 3.2).
Inoltre, sonc soluzioni delPequazione anche tutti gli an- -
goli che si ottengono da questi aggiungendovi multipli
di un angolo giro.

" Pertanto, le misure di tutti gli angoli che verificano I'e-
guazione COS X = & SONo:

Fi 3.2
in radianti in gradi e
x=£a’+2kwj | x = +a +k360° (k€ Z).

In particolare, se:
. = X =2kr
. = x=@k+Dm  LKIT 4L

/‘\
Ad esempio

1
® COsSX= E :
Poiché il pit piccolo angolo positivo il cui coseno sia—é E, si ha (icordando che

273
il coseno @ positivo nel | e IV quadrantel:

X=i%—|—2k:¢, k € Z).



V3

® COSX = —T.
Poiche il piu piccolo angole positivo il cui coseno sia ~ g & 5 si ha:
X=:I:E.'n‘+2k7r, (ke Z).
2
* Ccos2x = i
2
Poiché il pitl piccolo angolo positivo il cui coseno sia R & T si ha:
™ iy
2X=I'I+2k?r=>)(=:i:§+k7r, (ke ).

CASO 3 |tgx=c
Il numero ¢ pud essere un numero reale qualunque. ¥

Sappiamo (Unita 1, par. 9) che esiste un angolo orien-
tato o, minore di un angolo piatto, la cui tangente & ¢
(fig. 3.3).

Inoltre, sono soluzioni dell’equazione anche tutti gli an-
goli che si ottengono da questo aggiungendovi multipli
di un angolo piatto.

Pertanto, le misure di tutti gli angoli che verificano I'e-
guazione tgx = ¢ sono:

: T , : Figura 3.3
in radianti in gradi .

fx=a+k1805

Si procede in modo analogo anche per risolvere I'equazione ctgx = d, con d € R.

(k € 7).

Ad esermnpio
/3
v
[ ] e
tgx 3
Poiche il piu piccolo angolo positivo la cui tangente sia = e 5 si ha;
X=—= +kn, (k € 2).
6
3
* ig HE= —V3.

Poiché il piti piccolo angolo positivo la cui tangente sia — /3 & %w. si ha;

3 2 4 2
§X—~3—W+kﬁ:>)(:§7r+§kﬂ: (k€ 2).




B Cquazioni riconducibili ad squazioni etementari

51 yrama di equazioni dei seguenti Tipl, dove o e 3 sonod espressioni contenanti I'ncognita x:

rr=}.T:'i'-iKﬂF
<

1 sena —sangd.  dsout e 8 b 2K

2 cosu —cosf @ ou d=35 4 2ke, .
3 tga —tgs da ool o — A& b=,
4 mtge —cig b tha cui: o= &+ i,
Ad agsaio
Riscdwene e 2aguant’ egLEsiom,
& gan Sy — gan {4r+ 107
St _
] = W & 50"
f,,,e'a.:+1ﬂ'+ksaﬂ” = k=H"+

Sx = : : _
{""-,. 1BO° — dx — 10F + & 3607 = Br=170" | £360° - &
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Esempi

Risolvere le seguenti equazioni.

sen’x = senx

L’equazione si pud scrivere:

senx =0
sen’x —senx =0 = senx(senx—1)=0 ::><

senx =1,
; T
La prima ha le soluzioni: x = kn; la seconda ha le soluzioni x = =t 2km, (ke Z).

Le unhe e le altre, prese insieme, forniscono tutte e sole le soluzioni dell’equazione data.

2c08’x —3cosx+1=0

Assumendo cos x come incognita ausiliaria, questa equazione & di 2° grado rispetto a tale incognita.
Risolvendola, si ha: ; :

1
e R - .
% 4 R 1 ; .

2’

Gli argomenti che soddisfano I'equazione proposta sono quelli per cui si ha:

cosx =1, oppure COSX = %-
Si ottiene dunque: :
® cosx =1 = x = 2km; . cosx=%:~x:i%+2km (k€ Z).

2sen®x —7sen?x - 7senx —2—=0]|

. Posto sen x = ¢, 'equazione data diventa:
28 TR+ Tt-2=0,
che & un’equazione reciproca di 3° grado di seconda specie.
Una delle radici & t; = 1 e le altre due sono:

tr= 5 ty =2.
La radice t; va scartata poiché risulta maggioré di 1. Si hanno cosi le due equazioni:
l
senx =1, senx:—z—.
Le soluzioni della prima sono:
(8) X = % + 2km;
e guelle della seconda:
(6) x=-“'6r-+2qu, X=%w+2k7r, (k € 2).

Le soluzioni dell’equazione data sono dunque rappresentate dalla (5) e dalle (6).



