Lé.)/Equazioni lineari in senx e cos x

Definizione
Si chnama equazione goniometrica lineare in senx e cos x un’ equazlone del tlpo

1) : aser}x+bcosx_c
con a',' b e ¢ numeri a'ssegnatl.

Supporremo a#0eb#0, p0|che pera = 0 e b # 0, oppure pera #0eb =0,la(1)siriduce ad
un’equazione elementare (paragrafo 2). -

Le equazioni lineari si possono risolvere con diversi metodl

B Utilizzo delle formule parametriche

Ricordiamo le formule:

(2) senx:_l—_'_t?, cosx=1_7_7t2, incuit=tg %:
che sono valide per x # (2k +1)}7. ¢
Sostituendo le (2) nella (1), si ha:
2t o )
+b =c = (b+c)t*—2at+(c—b)=0, (3)

T 1+#
che, per b # —c, & un’equazione algebrica di 2° grado nell’'incognita t = tg %

Risolvendo I'equazione (3) e supponendo che abbia le soluzioni reali t; e f, & sufficiente poi ri-
solvere le equazioni elementari:

X X
t'g?:t't e thng

Se invece risulta b = —c, allora I'equazione (3) diventa di 1° grado in .

In questo caso, si perde la soluzione(":
x = (2k + 1),

e quindi bisognha aggiungerla alla soluzione trovata.

Esempi

Risolvere le seguenti equazioni.

senx ++/3cosx =2

Utlllzzando le formule parametriche (2), I'equazione diventa:

1+t2 \/—1+t272:>2t+\/_ V3P =241 =

: = s
:.(2+\/§)t2—2t+2—\/§—0:>t——-—2+\/§ 2 V3.

(1) S ricordi infatti che, per questi valori di x, le formule parametriche perdono significato.



Quindi:

g %z2_-—x/§=> %-:

m T =
ﬁ+kﬁ:>ng+__2_&r’ (ke Z). _

Si osservi che, per x = (2k -+ 1), I'equazione non & soddisfatta perché si ha: 0— V3 # 2.

senx —cosx =1 ]

Essendo b = —c, I'equazione ha la soluzione x = (2k 4 1)m, infatti: 0 — (—=1) = 1.
Procedendo poi come nell’esempio precedente, si ha: '

2t 1—¢2

i e TR 14t = =
Tl A e 142 =t=1=

= 1g %:j = g-:;-ﬁrkw = x=%+2kw.

Pertanto, le soluzioni del'equazione data sono:

X = (2k + 1)m; x=—'2"i+2kw, (k € 2).



4. Equazioni omogenee in senx e Cos X

B Equazioni omogenee di secondo grado

Definizione |
Si chiama equazione omogenea di 2° grado in senx e cos x un’equazione del tipo:
Ty ~asen2x + b senx cos X + ¢ cosx =0 . ' '

con a, b e c numeri reali noti.

Consideriamo i seguenti casi.

1 |a#£0, b#0, c#0

Possiamo supporre cos x # 0, perché, per x = % +km, la (1) non risulta soddisfatta, es-

sendo a # 0.

Dividendo allora ambo i membri dell’equazione per cos®x, si ottiene equazione equivalen-
te:

(2) atg’x+btgx+c =0,

che & un’equazione algebrica in tg x che sappiamo risolvere.

L4

Esempi
1 Risolvere 'equazione: sen?x — (1 + +/3)sen x cos x + +/3 cos?x = 0.
Dividendo ambo | membri dell’equazione per cos 2x, si ottiene I'equazione equivalente:
tg?x — (1 + V3)tgx + V3 =0,

che, risolta, da:

_14vB+V1+43+2/3-4/8
- ; =

_1+VBE/(1-VE?  14BL(1-VE)
5 2 = 2 :

tgx

ossia;

tgx =1 e tgx = V3.
Le soluzioni di queste ultime due equazioni sono, rispettivamente:

X:%Hm} XZ%-FK?T, (ke d),

che sono le soluzioni dell’equazione data.



2 Risolvere 'equazione: sen?x — (2v/3 + 3) cos?x — 2 senx cos x = 0.
Si divide per cos?x + 0 e si ottiene I'equazione equivalente:
tg?x — (2v3+3) —2tgx =0,

. che, risolta, da:

tgx = 1*"“;3”‘/5=1i\/(1+v’§)2=1i(1+x/§):

< 1+1£V/3=2+/3 = tgx=2+\/§=>)(=%7r+kfr
1-1-v3=-3

¢ kn heD)
2 lazo,,b?éo,c;«éo, oppure a#0, b+#0, ¢=0

= tgx:f_\/@ =>X:§?r

In questo caso, la (1) diventa:
bsenxcosx +ccos?x =0, oppure:  asenx +bsenxcosx =0,
e si pud scrivere nella forma:
cosx(bsenx+ccosx)=0, oppure: senx(asenx+bcosx)=0.
In entrambi i casi, si scinde poi nelle due equazioni:
cosx=0, bsenxd+ccosx=0, oppure: senx =0, asenx+becosx=0,
che sappiamo risolvere.
M Ad esempio
Risolvere 'equazione:
V3 sen x cos x — cos?x = 0.
Si ha:
cosx(v/3-senx —cosx) =0, ossia: cosx=0, +/3-senx—cosx=0.
La prima equazione ammette le soluzioni:
x=%+krr, (k e Z),

e, per avere le soluzioni della seconda, occorre dividere ambo i membri per cos x (V. pa-
ragrafo precedente).

Si ottiene: 5
: 1 3
V3:.tgx—1=0, ossia; tgx=—=—,
g g 73 3
le cui soluzioni scno:
X=%+kﬁ'r, (keZ).
Tutte le soluzioni dell’equazione proposta sono percid date dalle formule:

T m

x==+kr, x=2tkr, (keD).



